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本日の内容

1.1.2 内積と外積

1.1.2 内積と外積

• 内積 a · b
内積, スカラー積, ドット積と呼ばれる.

ベクトル aと bが θの角をなすとき,

a · b = |a| · |b| cos θ = ab cos θ

交換法則

a · b = b · a

分配法則

a · (b+ c) = a · b+ a · c

(ma) · b = m(a · b) = a · (mb)

(a+ b) · (c+ d) = a · c+ a · d+ b · c+ b · d
a · a = |a|2 = a2

a ̸= 0, b ̸= 0なるベクトルにおいて

平行のとき

a ⊥ bのとき, a · b = 0

基本ベクトル i, j, kにおいて

i · i = j · j = k · k = 1

i · j = j · k = k · i = 0

内積の成分表示

a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)とすると,

a · b = (axj+ ayj+ azk) · (bxj+ byj+ bzk)

= axbx + ayby + azbz

Schwarzの不等式 |a · b| ≤ |a| · |b|
三角不等式 |a+ b| ≤ |a|+ |b|

• 外積 a× b

外積, ベクトル積, クロス積と呼ばれる.

2つのベクトルから新しいベクトルを作る.

大きさ: |a× b| = ab sin θ (0 ≤ θ ≤ π)

方向: aが bに重なる向き (θ ≤ π)に右ねじを
回転したとき, その右ねじが進む方向

a× b = −b× a

a× (b+ c) = a× b+ a× c

(ma)× b = m(a× b) = a× (mb)

a ∥ bまたは aと bの内, 少なくとも 1つが 0

のとき, a× b = 0

基本ベクトル i, j, kにおいて

i× i = j× j = k× k = 0

i× j = −j× i = k

j× k = −k× j = i

k× i = −i× k = j

外積の成分表示

a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)とすると,

a · b = (axj+ ayj+ azk)× (bxj+ byj+ bzk)

= (aybz − azby)i+ (azbx − axbz)j

+(axby − aybx)k

=
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i j k
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bx by bz
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使用例

– モーメント

– 回転運動
回転角: 大きさ
回転軸: 向き

– ローレンツ力
F = qv ×B

F = j ×B
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• 3つのベクトルの積

スカラー三重積

a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b) = [abc]

(グラスマンの記号)

a, b, cを三辺とする平行六面体の体積

ベクトル三重積

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c
(a× b)× c = c× (b× a) = (c · a)b− (c · b)a
̸= a× (b× c)

(a× b)× (b× c) = [abc]b

1 ドリル

pp. 35–38

2 授業レポート

2.1 ベクトル u = (2, 1,−1), v = (1,−1, 1)の
両者に垂直でかつ, 大きさが 1のベクトル
を求めよ.

2.2 (問 2)a = (2, k, 1)の b = (3,−2, 4)への正
射影の大きさを求めよ. さらに, aと bと
が垂直となるように kの値を定めよ.

2.3 ベクトル P = (cos θ, sin θ, 0),Q = (cosϕ,

− sinϕ, 0),R = (cosϕ, sinϕ, 0)を用いて,

加法定理 (sin(θ ± ϕ), cos(θ ± ϕ))を示せ.

2.4 図の α, β, γを用いて, 正弦定理を示せ.

2.5 スカラー三重積を示せ

a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b)

2.6 ベクトル三重積を示せ

(a) a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c

(b) (a× b)× (b× c) = [abc]b
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