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ABSTRACT

Siegel modular forms of degree two of weight k of level N are given explicitly for N=1, 2, and given under
some conditions for N=3, 4. So it has reasons and meanings that giving them for N=5. This paper shows

several hints on giving Siegel modular forms of Γ(2)
0 (5) and show some of the forms by describing their

Fourier expansions.
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1. ͡Ίʹ

H2 =

{
Z = X + iY ∈M2 (C)

∣∣∣∣∣
X, Y ∈M2 (R)
tZ = Z, Y > 0

}

Γ(2)
0 (N) =

{
g =

(
A B

C D

)
∈M4 (Z)

∣∣∣∣∣

tg

(
0 −12
12 0

)
g =

(
0 −12
12 0

)

C ≡ 0 (mod N)

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖H2্ͷCਖ਼ଇؔ f Ͱ

∀Z ∈ H2, ∀g =

(
A B

C D

)
∈ Γ(2)

0 (N)

ʹରͯ͠,

f
(
(AZ +B) (CZ +D)−1

)
= det (CZ +D)k f (Z)

Λຬͨ͢ͷΛ, Γ(2)
0 (N)্ͷweight k ͷSiegelอܗܕ

ࣜͱ͍͍, ͜ͷΑ͏ͳ f ͷू߹Λͳ͢. ͦΕΛ
Γ(2)
0 (N) ͷอࣜܗܕͱ͍͏

ʹͰ·ࡏݱ Γ(2)
0 (= Γ(2)

0 (1)),Γ(2)
0 (2) ʹ͍ͭͯอܕ

.શʹΘ͔͍ͬͯΔ͕ࣜܗ ·ͨ, Γ(2)
0 (3),Γ(2)

0 (4) ʹ
͍ͭͯɺ͋Δ characterΛͯͬఆٛͨ͠ࢦ 2ͷ෦
܈ʹؔ͢Δอ͕ࣜܗܕ۩ମతʹ༩͑ΒΕ͍ͯΔ. (

Γ(2)
0 (1)ʹ͍ͭͯ Igusa,ͦͷଞʹ͍ͭͯ Ibukiyama

ΒʹΑΔ. ) Αͬͯ࣍ʹ Γ(2)
0 (5) ͷอࣜܗܕʹ͍ͭͯ

ௐΔ͜ͱʹҙຯ͕͋Δ. ۩ମతʹ, Γ(2)
0 (5) ͷอ

,Λܾఆ͠ߏͷͳ͢ͷࣜܗܕ ·ͨ, ͦͷੜݩͱ
ͳΔอࣜܗܕΛͯ͢۩ମతͳࣜͰߏͯ͠ॻ͖Լ͢
ඞཁ͕͋Δ.

͜ͷจͰ, Γ(2)
0 (5)ͷอࣜܗܕʹ͍ͭͯ͢Ͱʹ

∗ҰൠՊ ।ڭत

Θ͔͍ͬͯΔ͜ͱͱอࣜܗܕͷ͍͔ͭ͘ͷ۩ମతͳܭ
,๏ͷώϯτΛड़ํࢉ ͞Βʹࡏݱ·ͰʹࢉܭͰ͖ͯ
͍ΔอࣜܗܕΛհ͢Δ.

2. Γ(2)
0 (5)ͷ weight ͝ͱͷݩ࣍ͱ Γ(1)

0 (5) ͷ༷ࢠ

Ak (Γ)Λ Γʹؔ͢Δweight k ͷอࣜܗܕશମ, Sk (Γ)

Λ Γ ʹؔ͢Δweight k ͷอࣜܗܕͷ͏ͪͷ cusp forms

શମͱͨ͠ͱ͖, Γ ʹର͢Δ tΛมͱ͢Δແݶ
∞∑

k=0

dimAk (Γ) t
k,

∞∑

k=0

dimSk (Γ) t
k ࣜެݩ࣍ͱݺ

Ε͓ͯΓ, ༷ʑͳΓʹؔ͢Δ͕ࣜެݩ࣍ Ibukiyama ʹ
ΑΓ͢Ͱʹ͞ࢉܭΕ͍ͯΔ. ͦΕʹΑΔͱ, Γ(2)

0 (5)ͷ
ࣜެݩ࣍

∞∑

k=0

dimAk

(
Γ(2)
0 (5)

)
tk

=

1 + t2 + 4t4 + 7t6 + 10t8 + 10t10 + 3t11

+10t12 + 6t13 + 6t14 + 10t15 + 3t16

+10t17 + 10t19 + 7t21 + 4t23 + t25 + t27

(1− t4)2 (1− t6) (1− t10)

= 1 + t2 + 6t4 + 10t6 + 22t8 + 34t10 + · · ·

∞∑

k=0

dimSk

(
Γ(2)
0 (5)

)
tk

=

t4 + 5t6 + 11t8 + 14t10 + 3t11 + 14t12 + 6t13

+9t14 + 10t15 + 5t16 + 10t17 − t18 + 10t19

−3t20 + 7t21 − 3t22 + 4t23 + t25 + t27

(1− t4)2 (1− t6) (1− t10)

= t4 + 5t6 + 13t8 + 25t10 + 3t11 + 44t12 + · · ·
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Ͱ͋Δ. ͜ͷࣜʹ͓͍ͯ, Γ(2)
0 (5)ͷอ͓ࣜܗܕΑͼ

ͦͷ cusps ʹ weight k ͷͷ͕Կݩ࣍ଘ͢ࡏΔͷ
͔ (ͭ·Γಠཱͳͷ͕͍ͭ͘ͱΕΔͷ͔) ͕tkͷ
ͱͯ͋͠ΒΘΕ͍ͯΔ. ྫ͑, weight 0,2 ͷอܗܕ
ࣜ1ݩ࣍(cuspͳ͠), weight 4ͷอࣜܗܕ6ݩ࣍(͏
ͪcusp͕1ݩ࣍), weight 6ͷอࣜܗܕ10࣍5ͪ͏)ݩ࣍
.cusps)Ͱ͋ΔͱΘ͔Δ͕ݩ ΑͬͯͦΕͧΕͷweight

͝ͱʹͦͷݩ࣍ͷݸͷಠཱͳอࣜܗܕΛ͚ͭݟΔ
͜ͱ͕อࣜܗܕͷߏͱੜݩͷܾఆʹͭͳ͕Δ.

ͱ͜ΖͰ,

H1 = {z ∈ C | Im(z) > 0}

Γ(1)
0 (N) =

{
g =

(
a b

c d

)
∈M2 (Z)

∣∣∣∣∣

tg

(
0 −1
1 0

)
g =

(
0 −1
1 0

)

c ≡ 0 (mod N)

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

ͱͨ͠ͱ͖, H1্ͷCਖ਼ଇؔfͰ

∀z ∈ H1, ∀g =

(
a b

c d

)
∈ Γ(1)

0 (N)

ʹରͯ͠,

f

(
az + b

cz + d

)
= det (cz + d)k f (z)

Λຬͨ͢ͷΛ, Γ(1)
0 (N)্ͷweight k ͷอࣜܗܕͱ͍

͍, ͜ͷΑ͏ͳ f ͷू߹Λͳ͢.

N = 5ͷ߹ͷอࣜܗܕA
(
Γ(1)
0 (5)

)
͓Αͼͦͷ

cusps͔ΒͳΔS
(
Γ(1)
0 (5)

)
ͷߏͱͦΕΒͷެݩ࣍

ࣜʹ࣍ͷΑ͏ͳରԠ͕͋Δ.

A
(
Γ(1)
0 (5)

)
= C[E2,χ4]⊕ f4C[E2,χ4]

↕
∞∑

k=0

dimAk

(
Γ(1)
0 (5)

)
tk =

1 + t4

(1− t2) (1− t4)

S
(
Γ(1)
0 (5)

)
= χ4A

(
Γ(1)
0 (5)

)

↕
∞∑

k=0

dimSk

(
Γ(1)
0 (5)

)
tk =

t4
(
1 + t4

)

(1− t2) (1− t4)

͜͜Ͱ, q = e2πiτ ͱͯ͠,

E2=E2(τ)=1 + 6q + 18q2 + 24q3 + 42q4 + · · ·weight

2ͷอࣜܗܕ, χ4=χ4(τ)=q − 4q2 + 2q3 + 8q4 − · · ·
ͱf4 = f4(τ) = −24 + 240q + 2160q2 + 6720q3 + · · · 
weight 4ͷอࣜܗܕͰ, χ4cusp formͰ͋Δ.

͜ͷରԠͱ, Γ(2)
0 (5) ͷࣜެݩ࣍ͱ Γ(2)

0 (5) ͷอܗܕ
ࣜͷߏʹྨ͕ੑࣅ༗ΔͷͰͳ͍͔ͱ͑ߟΒΕ
͍ͯΔ.

3. Γ(2)
0 (5)ͷอࣜܗܕͷ۩ମతͳߏʹ͍ͭͯ

Γ(2)
0 (5)ͷอࣜܗܕͷߏํ๏ͱͯ͠, Eisensteinڃ,

Thetaఆ, ,͖thetaؔؔٿ ඍ࡞༻ૉΛํ͏

๏, Hecke࡞༻ૉΛํ͏๏, liftingʹΑΔํ๏ͳͲ͕
ΒΕ͍ͯΔ. ͜͜Ͱ, ୈ 4. ষͰࣔ͢อࣜܗܕΛࢉܭ
ͨ͠ํ๏Ͱ͋ΔliftingͰͨͬ Γ(1)

0 (5) ͷ Jacobi forms

ͱ, ͬʹࡍͨ͠ߏʹ͖thetaؔΛ۩ମతؔٿ
.ͳͲΛࣔ͢ྻߦͨ

3.1 lifting͢ΔΓ(1)
0 (5) ͷ Jacobi forms Γ(2)

0 (5)ͷ
อࣜܗܕ, Γ(1)

0 (5)ͷJacobi forms ͷSaito-Kurokawa

lifting ʹΑͬͯ࡞ΒΕΔ. ͜͜Ͱ, Γ(1)
0 (5)ͷ

Jacobi forms ͷͳۭؒ͢Jk,1(Γ
(1)
0 (5)J)Λ۩ମతʹࣔ͢.

Jk,1
(
Γ(1)
0 (5)J

)

= A
(
Γ(1)
0 (5)

)
f2,1 ⊕ C[E2,χ4]χ4,1 ⊕ C[E2,χ4]E4,1

͜͜Ͱ, q = e2πiτ , ζ = e2πiz ͱͯ͠,

f2,1 = f2,1(τ, z)

= 1+

(
1

ζ2
+

2

ζ
+2ζ + ζ2

)
q+

(
6

ζ
+ 6 + 6ζ

)
q2

+

(
2

ζ3
+

6

ζ2
+ 8 + 6ζ2 + 2ζ3

)
q3 + · · ·

χ4,1 = χ4,1(τ, z)

=

(
1

2ζ
+

ζ

2

)
q +

(
− 3

2ζ
− 1− 3ζ

2

)
q2

+

(
1

2ζ3
− 1

ζ2
+ 3− ζ2 +

ζ3

2

)
q3 + · · ·

E4,1 = E4,1(τ, z)

= 1 +

(
1

ζ2
+

56

ζ
+ 126 + 56ζ + ζ2

)
q

+

(
126

ζ2
+
576

ζ
+756+576ζ+126ζ2

)
q2+· · ·

Ͱ͋Δ.

3.2 ྻߦ͖ͨͬthetaؔͰؔٿ ͜ͷจ
ʹ͓͚ΔࢉܭͰ, level q = 5, detF = 25 Ͱ͋Δ࣍ͷ
ྻߦ

F =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0

1 2 0 1

0 0 10 5

0 1 5 4

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Λ͍ͯͬΔ. ·ͣ, tξF ξ = O ͷղξ ∈M4,2(C) Λ୳
͢. ͦͷղΛξi,jͱͯ͠,

Tk[k; i, j] =
∑

N∈M2,4(Z)
(det (NF ξi,j))

k−2 eπitr(NF tNZ)

Λͨ͠ࢉܭͷ͕0ʹͳΒͳ͚Ε, ͦΕ͕ٻΊΔ
weight k ͷؔٿ͖thetaؔͷҰͭͰ͋Δ. ͜͜

ͰZ =

(
τ z

z ω

)
Ͱ͋Δ.

͞Βʹ, Tk[k; i, j] ̸= 0 ͷͱ͖, ͦͷ࣮෦ Tkr[k; i, j]

ͱڏ෦ Tki[k; i, j] ͪΖΜؔٿ͖ theta ؔͰ
͋Δ.

ͳ͓, ͖ؔٿ theta ؔΛٻΊΔͨΊʹ, ͜ͷ
จͰҎԼͷϕΫτϧΛ༻͍ͯξi,j =

(
tm[i] tm[j]

)
ͱ

ͨ͠.
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m[3] =
(√

5,−2
√
5,
√
3i, 0

)

m[5] =
(
5, 0,

√
5i, 0

)

m[9] =
(√

5− i,
√
5 + 2i, 3i,−3i

)

m[27] =
(
3
√
5−

√
15−

(
3−

√
3
)
i,

2
(
3−

√
3
)
i+ 2

√
15,

6i, − 3
(
3−

√
3
)
i
)

4. ۩ମతʹͨ͠ࢉܭSiegelอࣜܗܕ

͔͜͜Β, ,Ε͞ࢉܭ Fourierల։Λ۩ମతʹॻ͖
Լ͞ΕͨΓ(2)

0 (5) ͷSiegelอࣜܗܕΛ֤weight k͝ͱʹ
ࣔ͢. ͜͜Ͱ, q = e2πiτ , ζ = e2πiz , w = e2πiω Ͱ͋Δ.

4.1 k=0 weight 0ͷอࣜܗܕ1ݩ࣍, cuspͳ͍.

͔ͦ͠Εఆؔ, ଈͪ, f =“ఆ”Ͱ͋Δ.

4.2 k=2 weight 2 ͷอࣜܗܕ1ݩ࣍Ͱ cusp ͳ
͍. ͦͷͻͱͭͱͯ͠, f2,1ͷ lifting L(f2,1)ΛऔΕΔ.

L5(f2,1)

=
1

6
+ q + 3q2 + 4q3 + 7q4 + q5 + 12q6 + 8q7 · · ·

+

(
1 +

(
1

ζ2
+

2

ζ
+ 2ζ + ζ2

)
q +

(
6

ζ
+ 6 + 6ζ

)
q2

+

(
2

ζ3
+

6

ζ2
+ 8 + 6ζ2 + 2ζ3

)
q3 + · · ·

)
w

+

(
3 +

(
6

ζ
+ 6 + 6ζ

)
q

+

(
3

ζ4
+

6

ζ3
+
12

ζ2
+
6

ζ
+6ζ+· · ·

)
q2 + · · ·

)
w2

+(· · · )w3 + · · ·

4.3 k=4 weight 4 ͷอࣜܗܕ6͋ݩ࣍Γ, ͦͷ͏
.cuspͰ͋Δ͕ݩ࣍1ͪ Ͱʹcusp͕1ͭͱಠཱ·ࡏݱ
ͳnon-cusp͕3͍͔ͭͯͬͭݟΔ. ۩ମతʹ, cusp

ͱͯ͠χ4,1ͷ lifting L5 (χ4,1)͕͋Γ, non-cusp ͱͯ͠
k = 2ͷnon-cuspΛ2ͨ͠(L5 (f2,1))

2, E2f2,1ͷlifting

L5 (E2f2,1), E4,1ͷ lifting L5 (E4,1)͕͋Δ. ͳ͓, cusp

ؔٿ͖thetaؔͱͯ͠ߏͰ͖Δ͕, વͳ
͕ΒliftingͰಘΒΕΔͷͱಉ͡ͷͰ͋Δ.

L5(χ4,1)

=

((
1

2ζ
+

ζ

2

)
q +

(
− 3

2ζ
− 1− 3ζ

2

)
q2 + · · ·

)
w

+

((
− 3

2ζ
− 1− 3ζ

2

)
q + (· · · ) q2 + · · ·

)
w2

+ · · ·

(L5(f2,1))
2

=
1

36
+

q

3
+ 2q2 +

22q3

3
+

58q4

3
+

115q5

3
+ · · ·

+

(
1

3
+

(
1

3ζ2
+

2

3ζ
+ 2 +

2ζ

3
+

ζ2

3

)
q + · · ·

)
w

+

(
2 +

(
2

ζ2
+

6

ζ
+ 8 + 6ζ + 2ζ2

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

L5(E2f2,1)

= −31

60
+ q + 9q2 + 28q3 + 73q4 + q5 + 252q6 + · · ·

+

(
1 +

(
1

ζ2
+

2

ζ
+ 6 + 2ζ + ζ2

)
q + · · ·

)
w

+

(
9 +

(
6

ζ2
+

18

ζ
+ 24 + 18ζ + 6ζ2

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

L5(E4,1)

= −31

60
+ q + 9q2 + 28q3 + 73q4 + q5 + 252q6 + · · ·

+

(
1 +

(
1

ζ2
+

56

ζ
+ 126 + 56ζ + ζ2

)
q + · · ·

)
w

+

(
9 +

(
126

ζ2
+

576

ζ
+ 756 + · · ·

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

4.4 k=6 weight 6ͷอࣜܗܕ10ݩ࣍Ͱ, ͦͷ͏ͪ
cusps͕5ݩ࣍Ͱ͋Δ.

Ͱʹಠཱͳ·ࠓ cusps͕5ͭࢉܭͰ͖͍ͯΔͷͰ,

cuspsຊ࣭తʹશ͔ͯͨͬͭݟͱ͑ݴΔ. ಠཱͳ
5ͭͱͯ͠, weight 2ͷnon-cuspͱweight 4ͷcuspͷੵ
L5(f2,1)× L5(χ4,1), χ4f2,1ͷ lifting L5(χ4f2,1), ؔٿ
͖thetaؔ Tk[6; 5, 9]ͷ࣮෦ͷTkr[6; 5, 9], ؔٿ
͖thetaؔ Tk[6; 3, 27]ͷ࣮෦ͷTkr[6; 3, 27]ͱڏ෦ͷ
Tki[6; 3, 27]ΛऔΕΔ.

L5(f2,1)× L5(χ4,1)

=

((
1

12ζ
+

ζ

12

)
q +

(
1

4ζ
− 1

6
+

ζ

4

)
q2 + · · ·

)
w

+

((
1

4ζ
− 1

6
+

ζ

4

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·
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L5(χ4f2,1)

=

(
q +

(
1

ζ2
+

2

ζ
− 4 + 2ζ + ζ2

)
q2 + · · ·

)
w

+

((
1

ζ2
+

2

ζ
− 4 + 2ζ + ζ2

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

Tkr[6; 3, 27]×͋Δఆ

=

((
1

ζ
+ ζ

)
q +

(
1351
27 + 190

3
√
3

ζ
+ · · ·

)
q2 + · · ·

)
w

+

((
1351
27 + 190

3
√
3

ζ
+

(
916

27
+

160

3
√
3

)
+ · · ·

)
q

+

(
1351
27 + 190

3
√
3

ζ3
+

1829
54 −

455
9
√
3

ζ2
+· · ·

)
q2+· · ·

)
w2

+ · · ·

Tkr[6; 5, 9]×͋Δఆ

=

((
27

ζ
+ 27ζ

)
q +

(
91

ζ
− 74 + 91ζ

)
q2 + · · ·

)
w

+

((
91

ζ
− 74 + 91ζ

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

Tki[6; 3, 27]×͋Δఆ

=

((
1

ζ
− 2 + ζ

)
q2 +

(
− 2

ζ2
+ 4− 2ζ2

)
q3 +· · ·

)
w

+

((
1

ζ
−2+ζ

)
q+

(
1

ζ3
+

3
2−

5
√
3

2

ζ2
+· · ·

)
q2+· · ·

)
w2

+ · · ·

·ͨ, non-cusps 3ݩ͍͔࣍ͯͬͭݟΔ. Ͱߏ
͖ͨnon-cusps͞Βʹଟ͋͘Δ͕, ಠཱͰͳ͍ͷ
Λআ͘ͱ3͔ͭ͠Βͳ͔ͬͨ. ͦΕΒͷ3ͭͷऔΓ
ํ৭ʑ͋Δ͕, ͷߏΛҙࣝͯ͠, ྫ͑weight 2

ͷnon-cuspͷ3Ͱ͋Δ(L5(f2,1))
3, weight 2ͷnon-cusp

ͱweight 4ͷnon-cuspͷੵͰ͋ΔL5(f2,1)× L5(E2f2,1),

E2
2f2,1ͷliftingL5(E

2
2f2,1) ΛऔΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

(L5(f2,1))
3

=
1

216
+

q

12
+

3q2

4
+

13q3

3
+

217q4

12
+

697q5

12
+ · · ·

+

(
1

12
+

(
1

12ζ2
+

1

6ζ
+ 1 +

ζ

6
+

ζ2

12

)
q + · · ·

)
w

+

(
3

4
+

(
1

ζ2
+

5

2ζ
+

13

2
+ · · ·

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

L5(f2,1)× L5(E2f2,1)

= − 31

360
− 7q

20
+

19q2

20
+

73q3

5
+

1351q4

20
+ · · ·

+

(
− 7

20
+

(
− 7

20ζ2
− 7

10ζ
+3− 7ζ

10
− 7ζ2

20

)
q+· · ·

)
w

+

(
19

20
+

(
3

ζ2
+

39

10ζ
+

189

10
· · ·
)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

L5(E
2
2f2,1)

=
781

126
+ q + 33q2 + 244q3 + 1057q4 + q5 + · · ·

+

(
1 +

(
1

ζ2
+

2

ζ
+ 12 + 2ζ + ζ2

)
q + · · ·

)
w

+

(
33 +

(
12

ζ2
+

30

ζ
+ 78 + · · ·

)
q + · · ·

)
w2

+ · · ·

4.5 k=8Ҏ্ k = 8ͷอࣜܗܕͷݩ࣍22Ͱ͋Γ,

ͦͷ͏ͪcusps͕13ݩ࣍Ͱ͋Δ. Ͱʹcusps͕11·ࡏݱ

,ݩ࣍ non-cusps͕5ݩܾ࣍ఆͰ͖͍ͯΔ. ͜ΕҎ্
ͷweightΛͭ࣋อࣜܗܕʹ͍ͭͯࢉܭΛਐΊ͍ͯΔ.

5. ʹޙ࠷

ஈ֊Ͱ·ͩΓ(2)ݱ
0 (5)ͷอࣜܗܕͷશମ૾ΛͱΒ

͑ΒΕΔঢ়گʹ͍ͯͬࢸͳ͍͕, ঃʑʹࢉܭਐΊ
ΒΕ͍ͯΔ.

ͱ͜ΖͰࢉܭʹ্ػࢉܭͰmathematicaΛιϑτ
ͱͯ͠༻͍ͯ͠Δ͕, ຊདྷ, ແݶͰ͋ΔͷΛ͔
ͳΓͷ࣍·Ͱ͍ͯ͠ࢉܭΔͨΊ, ૬ͳؒ࣌ࢉܭΛ
ཁ͢Δ. ,ࡍ࣮ ͜ͷจʹ͋Δఔͷ͍weightͷ
ͷͰࢉܭʹؒ࣌Ҏ্͔͔ͬͨͷ͋ΔͨΊ, ࠓ
୯ҐʹࢉܭͷࣜܗܕͳΕ1ͭͷอ͘ߴweight͕ޙ
ͷ͔͔͕ؒ࣌Δ͜ͱ͕༧͞ΕΔ. ΑΓޮతͳࢉܭ
ํ๏Λ͢ࡧΔͱڞʹ, ͷߏΛ͑ߟΔ͜ͱʹΑͬ
.ͯ͠Ώ͖͍ͨʹΒͤΔΑ͏ݮΛྔࢉܭͯ
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