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ABSTRACT

This paper considers decentralized position and attitude control of large flexible space structures under
the assumption of sensors and actuators collocation. The structures are composed of a number of sub-
systems interconnected by flexible links which are modelled by springs and dampers. It has been known
that Direct Velocity and Displacement Feedback(DVDFB) realizes robust stabilization against uncertain
characteristic parameters of the structures. However, to implement DVDFB, both velocity sensors and
displacement sensors are required. For reduction of costs, it is desired not to use velocity sensors, so that
we employ local proper controllers which use only displacement output. After introducing the controllers,
we derive a condition for robust stabilization of closed-loop subsystems and that of an overall closed-loop
system which is composed of a number of the closed-loop subsystems. Finally, we present a numerical
example to show that a flexible space structure is robustly stabilized by the proposed method.
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1. はじめに

太陽光発電衛星のような大型柔軟宇宙構造物 1)の
位置と姿勢を制御するためには，まず構造物の特性
パラメータの不確かさに対して閉ループシステムを
ロバスト安定化する必要がある．これは，柔軟な構
造物の特性パラメータを地上で正確に同定すること
が困難となるからである．次に，望ましい応答特性を
実現するために構造物の振動を制御する必要がある．
大型宇宙構造物は打上げコスト削減により，軽量な低
減衰の構造になり，その結果として，大型柔軟宇宙構
造物は多数の振動モードを持つためである．さらに，
大型の構造物は複数のサブシステムに分けて打ち上
げられ，宇宙空間で組み立てられるため，サブシステ
ムごとにコントローラを配置することが合理的であ
る．これらの要求を満たす手法として，センサ/アク
チュエータ・コロケーションの条件の下で閉ループシ
ステムをロバスト安定化するDirect Velocity and Dis-

placement Feedback(DVDFB) 2)やDirect Displacement

Feedback(DDFB) 3), 4)が提案されている．しかしなが
ら，DVDFBを実装するためには速度センサと変位セ
ンサが必要となり，コストと信頼性の面から望ましく
ない．また，変位出力のみを用いるDDFBは，文献 3)

において一般的な理論として提案され，コントローラ
のパラメータの具体的な設計手法は示されていない．
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本稿では，変位出力のみを用いたプロパーな局所
コントローラによって閉ループ全体システムをロバス
ト安定化する分散制御手法を提案する．ここで提案す
る手法は，文献 5)に示された一次のプロパーなコント
ローラの次数を拡張したものであり，DDFBにおける
コントローラのパラメータの具体的な設計手法の一つ
となっている．

2. 制御対象の記述

本章ではℓ個のサブシステムからなる構造物を考え
る．第i番目のサブシステムの運動は次の二階微分方
程式で表される．

Miq̈i(t) +Diq̇i(t) +Kiqi(t) = Liui(t) (1)

ただし，qi(t) ∈ ℜniは変位ベクトル，ui(t) ∈ ℜriは操
作入力ベクトル，yi(t) ∈ ℜriは変位出力ベクトルであ
る．またMi，Di，Ki ∈ ℜni×niはそれぞれ質量，減衰，
剛性を表す行列であり，Miは正定行列，Di，Kiは半
正定行列である．Di，Kiが半正定行列であることは，
宇宙空間における剛体モードの存在による．ここで，
Di，Kiにおいて次式が成り立つと仮定する．

rank [ Di Ki ] = rank Di = rank Ki (2)

(1)式において行列Li ∈ ℜni×riは構造物への入力の伝
わり方を表し，アクチュエータの配置によって決まる．
センサとアクチュエータを同位置・同方向に配置する
センサ/アクチュエータ・コロケーションの場合，変位
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出力yi(t)は次式で表される．

yi(t) = Li
T qi(t) (3)

Li
Tは出力の検出のされ方を表し，センサの配置によっ

て決まる行列である．ここで，次式を仮定する．

rank [ Di Li ] = rank [ Ki Li ] = ni (4)

この式は第i番目のサブシステムの剛体モードが可制
御かつ可観測であることを意味している．

3. サブシステムの局所コントローラ

大型柔軟宇宙構造物を制御する手法として変位セ
ンサと速度センサを用いるDVDFB 2)が提案されてい
る．しかし，実装時のコスト削減と信頼性の点から，
二種類のセンサを用いることは望ましくない．近似
DVDFB 5)では変位出力のみをフィードバックし，一
次のプロパーな局所コントローラを用いて閉ループ
サブシステムを構成している．このとき，局所コント
ローラを位相進み補償器として実装すれば，閉ループ
サブシステムをロバスト安定化できることが報告され
ている 5)．そこで，本稿では近似DVDFBにおける局
所コントローラの次数を拡張することで，多数の振動
モードに対して位相進み補償を行う．ここで，第i番目
のサブシステムに対するNi次のプロパーな局所コン
トローラを次式で表す．

ui(s) = −γi(s+ αi1)(s+ αi2) · · · (s+ αiNi
)

(s+ βi1)(s+ βi2) · · · (s+ βiNi)
Riyi(s)

(5)

ただし，γi，αik，βik(k = 1, 2, · · · , Ni)は正のスカラ，
Ri ∈ ℜri×riは任意の正定行列である．文献 5) と同様
に局所コントローラを位相進み補償器として用いるこ
とを考え，このコントローラのパラメータを

αik̂−1 < βik̂−1 < αik̂ < βik̂ < αik̂+1 < βik̂+1 (6)

(k̂ = 2, 3, · · · , Ni − 1)

と選ぶ．このとき，第i番目の閉ループサブシステム
のブロック線図を Fig. 1に示す．

(5)式の局所コントローラを次の状態方程式と出力
方程式で実現する．

żik(t) =− βikzik(t) +
√
γiAikR

1/2
i LT

i qi(t) (7)

ui(t) =− γiRiL
T
i qi(t)

+
[√

γiAi1R
1/2
i · · ·

√
γiAiNiR

1/2
i

]
zi(t)

(8)

zi(t) = [zi1(t) · · · ziNi(t)]
T

ただし，zik(t) ∈ ℜri(k = 1, 2, · · · , Ni)であり，zi(t) ∈
ℜNi·riはコントローラの状態ベクトルである．ここで，
(6)式が成り立つとき，付録よりAik (k = 1, 2, · · · , Ni)

は正のスカラになることに注意する．

Fig. 1 Block diagram of the i-th closed-loop subsystem

4. 閉ループサブシステム

4.1 閉ループサブシステムの記述 (7)，(8)式の局所
コントローラと(1)，(3)式の構造物からなる閉ループ
サブシステムは次式で表される．

Miq̈i(t) +Diq̇i(t) +Ki11qi(t) +Ki12zi(t) = 0 (9)

żi(t) +KT
i12qi(t) +Ki22zi(t) = 0 (10)

ただし，行列Ki11 ∈ ℜni×ni，Ki12 ∈ ℜni×Ni·ri，Ki22 ∈
ℜNi·ri×Ni·riは次の通りである．

Ki11 = Ki + γiLiRiL
T
i

Ki12 = −Li

[√
γiAi1R

1/2
i · · ·

√
γiAiNi

R
1/2
i

]
Ki22 = block diag{βikIri}k=1,2,··· ,Ni

4.2 閉ループサブシステムのロバスト安定性 (9)，
(10)式で表される閉ループサブシステムの安定性につ
いて，次の定理が成り立つ．
[ 定理 1 ] (5)式の局所コントローラのパラメータが
(6)式を満たすとき，(9)，(10)式で表される閉ループ
サブシステムは安定である．
( 証明 ) 文献 3) の安定化条件より，(9)，(10)式で表
される閉ループサブシステムは，次の条件を満たすと
き安定である．

[1] Mi > 0, Di ≥ 0

[2]

[
Ki11 Ki12

KT
i12 Ki22

]
> 0

[3] [ Di Ki12 ] :行フルランク

条件 [1] は質量行列Miの正定性，減衰行列Diの半正
定性より成り立つ．条件 [3] は(4)式の仮定より成り立
つ．条件 [2] については以下のようにして示すことが
できる．
条件 [2] は，次式が成り立つことと等価である．

Ki22 > 0 かつ Ki11 −Ki12K
−1
i22K

T
i12 > 0 (11)

ここで，βik > 0よりKi22 > 0である．そして，Ki11 −
Ki12K

−1
i22K

T
i12を計算すると

Ki11−Ki12K
−1
i22K

T
i12

= Ki + γiLiRiL
T
i − γi

Ni∑
k=1

Aik

βik
LiRiL

T
i

=
γi

Ni∏
k=1

βik


Ni∏
k=1

βik −
Ni∑
k=1

(Aik

Ni∏
p=1
p ̸=k

βip)
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となる．この式の右辺は，付録の(A-4)式を用いるこ
とにより

Ki11−Ki12K
−1
i22K

T
i12

= Ki + γi

Ni∏
k=1

(
αik

βik

)
LiRiL

T
i > 0 (12)

と変形できる．(4)式の仮定から(12)式の右辺は正定に
なり，Ki11 −Ki12K

−1
i22K

T
i12 > 0となることから，条件

[2] が成り立つ．
以上のことから，(6)式が満たされるとき，上の条

件 [1]～ [3]が成り立ち，(9)，(10)式で表される閉ルー
プサブシステムは安定である． (証明終わり)

閉ループサブシステムの安定性は構造物の特性パ
ラメータには依存せず，Mi > 0，Di ≥ 0，Ki ≥ 0であ
れば定理 1 は成り立つ．したがって，(6)式を満たすよ
うに局所コントローラのパラメータを選ぶことによっ
て，閉ループサブシステムをロバスト安定化できる．

5. 閉ループ全体システム

5.1 閉ループ全体システムの記述 ここではバネと
ダンパで近似される柔軟なリンクで ℓ 個の閉ループサ
ブシステムを柔結合した大型柔軟宇宙構造物の閉ルー
プ全体システムの運動について記述する．結合項を付
加した第i番目の閉ループサブシステムは次式で表さ
れる．

Miq̈i(t) +Diq̇i(t) +Ki11qi(t) +Ki12zi(t)

=
ℓ∑

j=1
j ̸=i

Nij

[
Dcij{NT

ji q̇j(t)−NT
ij q̇i(t)}

]

+

ℓ∑
j=1
j ̸=i

Nij

[
Kcij{NT

jiqj(t)−NT
ijqi(t)}

]
żi(t) +KT

i12qi(t) +Ki22zi(t) = 0

i = 1, 2, · · · , ℓ

ただし，行列Nijはサブシステムの結合の仕方を表し，
第i番目のサブシステムにおける第j番目のサブシステ
ムとの結合点の配置によって決まる．Dcij，Kcijはそ
れぞれサブシステムの結合に用いられる柔軟なリンク
のダンパ，バネの特性を表す正定行列である．また，
第i番目と第j番目のサブシステムにおいて，qi(t) = 0，
qj(t) = 0のとき，結合に用いられるバネは自然長であ
るものとする．このとき，閉ループ全体システムは次
式のように表される．

M̃ ¨̃q(t) + D̃ ˙̃q(t) + K̃11q̃(t) + K̃12z̃(t) = 0 (13)

˙̃z(t) + K̃T
12q̃(t) + K̃22z̃(t) = 0 (14)

ただし，ベクトルと行列は以下に示す通りである．

q̃(t) =
[
qT1 (t) qT2 (t) · · · qTℓ (t)

]T

z̃(t) =
[
zT1 (t) zT2 (t) · · · zTℓ (t)

]T
M̃ = block diag{Mi}i=1,2,··· ,ℓ

D̃ = block diag{Di}i=1,2,··· ,ℓ +
ℓ−1∑
i=1

ℓ∑
j=i+1

ÑijDcijÑ
T
ij

K̃11 = block diag{Ki + γiLiRiL
T
i }i=1,2,··· ,ℓ

+

ℓ−1∑
i=1

ℓ∑
j=i+1

ÑijKcijÑ
T
ij

K̃12 = block diag{Ki12}i=1,2,··· ,ℓ

K̃22 = block diag{Ki22}i=1,2,··· ,ℓ

なお，行列Ñijはサブシステムの結合によって決まり，
次式で表されるように第iブロックはNij，第jブロック
は−Nji，それ以外の要素はすべて0となる行列である．

Ñij =
[
· · · NT

ij · · · −NT
ji · · ·

]T
(15)

i j

5.2 閉ループ全体システムのロバスト安定性 前節
の(13)，(14)式で表される閉ループ全体システムの安
定性について，次の定理が成り立つ．
[ 定理 2 ] 閉ループ全体システム(13)，(14)式におい
て，すべてのサブシステムの局所コントローラのパラ
メータが

αik̂−1 < βik̂−1 < αik̂ < βik̂ < αik̂+1 < βik̂+1 (16)

(k̂ = 2, 3, · · · , Ni − 1, i = 1, 2, · · · .ℓ)

を満たすとき，閉ループ全体システムは安定である．
( 証明 ) 定理 1の証明と同様に，文献 3)の安定化条
件より，(13)，(14)式の係数行列が次式を満たすとき，
閉ループ全体システムは安定である．

[1]′ M̃ > 0, D̃ ≥ 0

[2]′
[
K̃11 K̃12

K̃T
12 K̃22

]
> 0

[3]′ [ D̃ K̃12 ]:行フルランク (17)

条件[1]′はM̃ > 0，D̃ ≥ 0であることより成り立つ．条
件 [3]′は(4)式の仮定より成り立つ．また，条件 [2]′は
K̃22 > 0かつK̃11 − K̃12K̃

−1
22 K̃

T
12 > 0が成り立つことと

等価であり，この二式が成り立つことは以下のように
して示すことができる．
まず，βik > 0よりK̃22 > 0である．そして，K̃11 −

K̃12K̃
−1
22 K̃

T
12を計算すると

K̃11 − K̃12K̃
−1
22 K̃

T
12

= block diag

{
Ki + γi

Ni∏
k=1

(
αik

βik

)
LiRiL

T
i

}
i=1,2,··· ,ℓ

+

ℓ−1∑
i=1

ℓ∑
j=i+1

ÑijKcijÑ
T
ij
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となる．この右辺第一項は(4)式の仮定より

block diag

{
Ki + γi

Ni∏
k=1

(
αik

βik

)
LiRiL

T
i

}
i=1,2,··· ,ℓ

> 0

となり，第二項は少なくとも半正定であるため，K̃11−
K̃12K̃

−1
22 K̃

T
12 > 0となる．よって，条件[2]′が成り立つ．

以上のことから，(16)式が満たされるとき，条件 [1]′

～ [3]′が成り立ち，(13)，(14)式で表される閉ループ全
体システムは安定である． (証明終わり)

閉ループサブシステムの場合と同様に，閉ループ全
体システムの安定性は構造物の特性パラメータには依
存せず，M̃ > 0，D̃ ≥ 0，K̃ ≥ 0であれば定理 2 は成
り立つ．したがって，(16)式を満たすように局所コン
トローラのパラメータを選ぶことによって，閉ループ
全体システムをロバスト安定化できる．

6. 数値例

6.1 制御対象の記述 例としてFig. 2のような柔軟
宇宙構造物を考える．Fig. 2では，二つの剛体がバネ
とダンパで近似される柔軟なリンクによって縦方向に
結合された宇宙構造物を一つのサブシステムとし，二
つのサブシステムが横方向に柔軟なリンクで柔結合さ
れているものとする．第i番目のサブシステムの第j番
目の剛体の質量をmij ，慣性モーメントをJijで表す．
各剛体はxij方向とyij方向の並進運動と，質量中心Oij

回りのθij方向の回転運動を行うものとする．また，剛
体を結合する縦方向のリンクのダンパ定数とバネ定
数を dvi，kvi で表し，横方向のリンクのダンパ定数と
バネ定数を dci，kci で表す．結合点ijkは第iサブシス
テムの第j番目の剛体におけるk番目の結合点を表し，
ℓijkは剛体の質量中心から結合点ijkまでの距離を表
す．ψijkは質量中心と結合点ijkを結ぶ線分と剛体の辺
がなす角度を表し，ϕijkは剛体の辺と斜めに取り付け
られた柔軟なリンクがなす角度を表す．センサおよび

6

mass 12

O12

θ12

ℓ121 ℓ122
ℓ123

ℓ124

ψ122

ϕ122

ψ121

ψ123

ψ124
ϕ124

121 122

124

123

-6x12
y12

6

mass 11

O11
θ11

ℓ111 ℓ112

ℓ113

ℓ114

111 112

113

114ϕ111

ϕ114

ψ111 ψ112

ψ113

ψ114

-6x11
y11

6

mass 22

O22

θ22

ℓ221 ℓ222
ℓ223

ℓ224

222221

224

223
ϕ222

ϕ223

ψ221ψ222
ψ223

ψ224

-6x22
y22

6

mass 21

O21

θ21
ℓ211 ℓ212

ℓ213

ℓ214

212211

213

214 ϕ211

ϕ213

ψ211ψ212

ψ213

ψ214

-6x21
y21

subsystem 1

subsystem 2

-6 x

y

v11 v12v13 v21 v22v23

c1

c2

c3

c4

c5

c6

spring and damper
�

subscript of spring and damper
9

Fig. 2 Space structure

アクチュエータは剛体11と剛体22の質量中心に配置さ
れる．センサは剛体ii(i = 1, 2)の変位xii，yiiと角変位
θiiを検出し，アクチュエータは操作入力としてxii方向
yii方向に力を加え，質量中心Oii回りにトルクを加え
るものとする．なお，すべての剛体においてxij = 0，
yij = 0，θij = 0で静止しているとき，剛体間の柔軟な
リンクのダンパとバネにより発生する力およびトルク
は0であるとする．第i番目のサブシステムの運動は，
変位ベクトルを

qi(t) = [ xi1(t) yi1(t) θi1(t) xi2(t) yi2(t) θi2(t) ]
T

と選ぶことにより，サブシステムの運動を(1)，(3)式
の形で表すことができる．なお，そのとき(1)式の係
数行列は次式で表される．

Mi = diag{mi1, mi1, Ji1, mi2, mi2, Ji2}

Di =
[

Ni1
−Ni2

]
Dvi [ NT

i1 −NT
i2 ]

Ki =
[

Ni1
−Ni2

]
Kvi [ NT

i1 −NT
i2 ]

Ni1 =[
0 0 − cosϕi11
1 1 sinϕi11

−ℓi11 cosψi11 ℓi12 cosψi12 −ℓi11 sin(ψi11 + ϕi11)

]
Ni2 =[

0 0 − cosϕi22
1 1 sinϕi22

−ℓi21 cosψi21 ℓi22 cosψi22 ℓi22 sin(ψi22 + ϕi22)

]
Dvi = diag{dvi1, dvi2, dvi3}

Kvi = diag{kvi1, kvi2, kvi3}

L1 =
[
I3 0
0 0

]
, L2 =

[
0 0
0 I3

]
ここで，Ni1，Ni2は，第i番目のサブシステム内の剛
体の結合の仕方を表し，Dvi，Kviはサブシステム内の
剛体を柔結合するリンクのダンパとバネの特性を表す
行列である．

6.2 コントローラのパラメータの決定 ここで，宇
宙構造物の剛体の質量 [kg]と慣性モーメント [kg m2]，
結合に用いる柔軟なリンクのダンパ定数 [Ns/m]とバ
ネ定数[N/m]，リンク長ℓijk[m]とリンクの取り付け角
ψijk[rad]，ϕijk[rad]を次のように与える．

Table 1 Parameters of the space structure in Fig. 2

m11 1 m12 5 m21 1 m22 1.5

J11 50 J12 80 J21 20 J22 40

kvij 5 kcij 5 dvij 0.01 dcij 0.01

ℓijk 1 ψijk π/3 ϕijk π/3

このとき，第i番目のサブシステムは三つの角周波数
ωij(i = 1, 2, j = 1, 2, 3) の振動モードをもつ．ここで
は，これらの角周波数において位相を進めるようにコ
ントローラのパラメータを決定し，振動の抑制を図る．
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そのために，三次のプロパーな局所コントローラを用
いる．ただし，二つのサブシステムは異なる角周波数
に振動モードを持つため，サブシステム毎に局所コン
トローラのパラメータを設計する．第iサブシステム
の局所コントローラを次式で表す．

ui(s) = −γi(s+ αi1)(s+ αi2)(s+ αi3)

(s+ βi1)(s+ βi2)(s+ βi3)
Riyi(s) (18)

ここで，第j番目(j = 1, 2, 3)の位相進み要素において角
周波数をωij [rad/s]，最大位相進み量をΦmij [degree]，
折点角周波数を1/Tijで表すと，次式が成り立つ．

ωij =
1

Tij
√
aij

, sinΦmij =
aij − 1

aij + 1
(19)

αij =
1

aijTij
, βij =

1

Tij
(i = 1, 2, j = 1, 2, 3)

ただし，aij は1以上のスカラである．位相進み量 Φmij

を30 [degree] (i = 1, 2, j = 1, 2, 3)とすると，αij，βij
をTable 2のように決定することができる．また，こ
れらの値は 定理 2 の閉ループ全体システムの安定化
条件(16)式を満たしている．

Table 2 Parameters of local controllers

α11 0.164 β11 0.493 α21 0.248 β21 0.744

α12 0.618 β12 1.855 α22 0.746 β22 2.239

α13 2.379 β13 7.136 α23 2.805 β23 8.416

次に，速応性を向上させるために各サブシステムの
γi を次式で与える．

γi = 3
N∏
j=1

(
βij
αij

)
, i = 1, 2 (20)

Table 2と(20)式より，γi = 81.0 (i = 1, 2) となる．
6.3 閉ループ全体システムの初期値応答 ここでは，
閉ループサブシステムを横方向に柔結合して得られる
閉ループ全体システムの初期値応答を計算し，安定性
を評価する．初期値として

q1(0) =
q2(0) =

[ 0.1 0 −0.1 0 0 0 ]
T

[ 0 0 0 0.1 0 −0.1 ]
T (21)

を与えた場合の初期値応答を Fig. 3，Fig. 4に示す．
Fig. 3，Fig. 4より，閉ループ全体システムの初期

値応答は原点に収束しており，閉ループ全体システム
は安定化されていることがわかる．

Fig. 3 Initial-state responses of subsystem 1

Fig. 4 Initial-state responses of subsystem 2

6.4 閉ループ全体システムのロバスト安定化 ここ
では，構造物の特性パラメータの不確かさにより，剛
体の質量と慣性モーメント，リンクのバネ定数とダン
パ定数が設計モデルと実システムの間で異なる場合を
考える．各剛体の質量と慣性モーメント，リンクのバ
ネ定数が，設計モデルではTable 1，実システムでは
Table 3で与えられるものとする．ただし，各剛体の
リンク長とリンクの取り付け角はTable 1と同じ値で
あるとする．

Table 3 Parameters of space structures with uncer-
tainty of characteristic parameters

m11 5 m12 10 m21 5 m22 15

J11 80 J12 100 J21 40 J22 60

kvij 10 kcij 10 dvij 0.001 dcij 0.001

Table 3の特性パラメータを持つ構造物を，6.2で設
計した局所コントローラによって制御した閉ループ全
体システムの初期値応答をFig. 5，Fig. 6に示す．な
お，初期値は(21)式で与えた．

Fig. 5 Initial-state responses of subsystem 1 with char-
acteristic parameters in Table 3

Fig. 6 Initial-state responses of subsystem 2 with char-
acteristic parameters in Table 3

Fig. 5，Fig. 6より構造物の特性パラメータの値に不
確かさが存在しても，閉ループ全体システムの初期値
応答は原点に収束することがわかる．したがって，閉
ループ全体システムはロバスト安定化されている．
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7. おわりに

本稿では，大型柔軟宇宙構造物の位置と姿勢を制御
するシステムにおいて，センサ/アクチュエータ・コロ
ケーションの前提のもとで，変位出力のみを用いたプ
ロパーな局所コントローラによる分散制御手法を提
案した．まず，大型宇宙構造物をサブシステムごとに
記述し，プロパーな局所コントローラに変位出力のみ
をフィードバックして閉ループサブシステムを構成す
る手法を提案した．次に，閉ループサブシステムをバ
ネとダンパで近似される柔軟なリンクで柔結合し，閉
ループ全体システムを構成する手法を提案した．そし
てこれらの手法により，閉ループサブシステムおよび
閉ループ全体システムをロバスト安定化できることを
示した．
最後に，提案法の有効性を示すために，二つのサブ
システムからなる柔軟宇宙構造物を分散制御する数値
例を与えた．そこでは，共振角周波数ごとに位相進み
補償を行い，かつロバスト安定化条件を満たすように
局所コントローラのパラメータを決定することによっ
て，閉ループ全体システムを安定化できることを示し
た．さらに，構造物の特性パラメータの値に不確かさ
が存在しても，閉ループ全体システムの安定性が保た
れ，提案法によって閉ループ全体システムをロバスト
安定化できることを示した．

付録

(5)式で表されるコントローラは

ui(s) = −γi
Ni∏
k=1

(
s+ αik

s+ βik

)
(A-1)

= −γi

[
1−

{
Ni∏
k=1

(s+ βik)−
Ni∏
k=1

(s+ αik)

}

/

Ni∏
k=1

(s+ βik)

]
(A-2)

と変形できる．また，(A-1)式を部分分数分解すると

ui(s) = −γi

[
1−

Ni∑
k=1

(
Aik

s+ βik

)]
(A-3)

と表すことができる．ただし，Aikはスカラである．
(A-2)，(A-3)式より次の関係式が得られる．

Ni∏
k=1

(s+ βik)−
Ni∏
k=1

(s+ αik) =

Ni∑
k=1

Aik

Ni∏
p=1
p ̸=k

(s+ βip)


(A-4)

また，上式は

S = TÂ (A-5)

と表すことができる．ただしS ∈ ℜNiにおける第 k

行成分，T ∈ ℜNi×Niにおける第 k 行，第 m 列成分，

Â ∈ ℜNiにおける第 k 行成分は，それぞれ次に示す通
りである．

S(k) =

Ni+1−k∑
p1=1

Ni+2−k∑
p2=2

· · ·
Ni∑

pk=k

(βip1βip2 · · ·βipk

− αip1αip2 · · ·αipk
)

T (k,m) =


1 : k = 1のとき

Ni+2−k∑
p1=p0
p1 ̸=m

Ni+3−k∑
p2>p1
p2 ̸=m

· · ·
Ni∑

pk−1>pk−2
pk−1 ̸=m

βip1βip2 · · ·βipk−1

: k ̸= 1のとき, ただしp0 = 1

Â(k) =Aik

k = 1, 2, · · · , Ni, m = 1, 2, · · · , Ni

ここで，(16)式の仮定より

αik̂−1 < βik̂−1 < αik̂ < βik̂ < αik̂+1 < βik̂+1 (A-6)

(k̂ = 2, 3, · · · , Ni − 1)

であるので

|T | =
Ni−1∏
p1=1

p1<p2≤Ni

(βip1 − βip2) ̸= 0

となる．(A-5)式よりÂ = T−1Sと変形でき，Aik(k =

1, 2, · · · , Ni)は次式で表される．

Aik =
(−1)i+1

|T |

Ni−1∏
p1=1

p1<p2≤Ni
p1 ̸=i

(βip1 − βip2)

Ni∏
p=1

(βik − αip)

(A-6)式が成り立つとき，上式の右辺の符号を調べる
ことにより，Aikは正となる．
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